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一 类 包 合 伪 Smarandache 国 效 
与 Euler 卫 效 的 方程 


高 丽 ， 得 伟 阳 ， 孝 虹 斐 
(延安 大 学 数学 与 计算 机 科学 学 院 , 陕西 延安 716000 
摘 要 : 利用 初等 方法 以 及 伪 Smarandache 函数 和 Euler 函数 的 性 质 ,讨论 了 一 个 数论 函数 方程 p ( 方 =Z (2 的 可 
解 性 ,证 明了 该 方程 仅 有 正 整 数 解 =1. 
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An 上 Equation Involving the Pseudo Smarandache Function 
and Euler Function 


Gao Li， Lu Weiyang， Hao Hongfei 
College of Mathematics and Computer Science， Yan "an University， Yan "an 716000，Shaanxi China 
Abstract : The solvability of the equation p (mW =Z 03 was studied by using elementary methods and the properties 
of the Pseudo-Smarandache functions and the Euler functions. It was proved that the equation has only positive 
integer solution 7=1. 
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美 籍 罗 马 尼 亚 著名 数论 专家 下 . Smarandache0 教 授 在 4Only Problems, Not Solutions》 一 书 中 提出 了 105 个 
尚未 解决 的 数论 问题 ,这 引起 了 众多 数论 专家 的 兴趣 . 下 . Smarandache 教授 在 该 书 中 引入 了 著名 的 
Smarandache 函数 $ W :对 任意 的 正 整数 w,Smarandache 本 数 定义 为 最 小 的 正 整数 mm 使 得 ”| 关 4 即 :3 = 
min 世 和 EN 到 }， 并 建议 人 们 研究 其 性 质 , 现 已 取得 不 少 成 果 . 后 来 人 们 依据 Smarandache 本 数 引入 了 伪 


Smarandache 本 数 ZW ,定义 为 最 小 的 正 整 数 普 使 得 m 整除 王 wntl ， 即 Z0 =mn ft 和 meN)| 二 et] 。 


从 ZW 的 定义 可 以 推出 Z om 的 前 几 个 值 为 0 =1;ZO =3;7Q9 =27G =7;709 =470 =3;Z70O =6， 
7 =15,7QgQ =8,ZU40 =4,…. 关于 ZW 的 初等 性 质 , 许多 学 者 进行 了 研究 ,并 获得 了 不 少 有 意义 的 结果 . 
例如 ,Kenichiro Kashihhara2 在 文献 四 中 论述 了 画 数 ZW 的 一 些 初等 性 质 ,同时 也 提出 了 下 面 两 个 问题 : 
( 求 方 程 ZW =S (O 的 所 有 正 整数 解 ; 
田 求 方程 Z@ +1=$ mW 的 所 有 正 整 数 解 . 
张 文 鹏 8 教授 在 文献 g] 中 彻底 解决 了 这 两 个 问题 ,并 在 文章 结尾 提出 了 6 个 问题 ,其 中 问题 5 如 下 : 
求 方 程 Z@W =e 人 的 所 有 正 整数 解 ,其 中 p @ 为 Euler 函数 . 这 一 方程 有 无 限 多 个 正 整数 解 ,例如 当 ) 
为 素数 p 时 均 满 足 方程 . 当 mn=2p 且 P=1 nod 4 时 ,也 满足 该 方程 . 除了 这 些 平 凡 解 外 ,是 否 还 有 其 他 正 
整数 解 是 一 个 公开 的 问题 . 猜测 该 方程 只 有 ”=!1 以 及 上 述 两 种 解 . 
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范 盼 红 失 在 其 硕士 学 位 论文 4 对 Catalan 数 的 性 质 以 及 关于 Smarandache 本 数 的 几 个 方程 的 研究 》 中 利用 
初等 方法 对 此 问题 进行 了 研究 ,并 给 出 该 方程 的 解 有 如 下 形式 : 

Gn=p, 其 中 为 素数 ; 

G@)n=2p, 其 中 p=1 mod 尺 

G@n=27p ,其 中 p=1nod4 , 且 p| Co -D) . 

关于 画 数 方程 p mW =Z 0 的 可 解 性 问题 ,至 今 似 乎 还 没有 人 研究 ,至少 我 们 目前 没有 看 到 相关 的 论文 . 
因此 , 本文 将 利用 初等 方法 研究 该 方程 解 的 情况 . 


1 相关 定义 及 引 理 


定义 15 伪 Smarandache 本 数 2 瀑 小 的 正 整 数 交 使 得 整除 于 etl ; 即 Z =min fm yeN， 


史 | 7 (mi+]) 嘿 
2 


定义 2 Euler 函数 po mW， :不 大 于 上 且 与 互 素 的 正 整 数 的 个 数 . 
引 理 19 Euler 函数 为 积 性 函数 , 即 对 于 任意 互 素 的 正 整数 浆 和 7m, 则 有 


pm =pmopOo . 
引 理 29 设 ”=z8p2 …p% 是 正 整数 ”的 标准 分 解 式 , 则 有 


50-TIT 0 


引 理 3 中 ”对 于 素数 p 与 w>1, 有 op (po =p-pe 
引 理 4 对 任意 素数 p=3,Z =p-1. 
引 理 $ 中 对 任意 素数 =3 及 姑 e N;Z (内 = 六 -1. 当 p=2 时 , 则 有 
ZOC0 三 访 R 和 
引 理 67 2 @ 是 不 可 加 的 , 即 Znz+m 不 恒 等 于 Zu +Z 交 罗 也 不 是 可 乘 的 , 即 Zn 力 不 恒 等 于 
Zn.ZOW . 
2 主要 结论 及 证 明 
定理 ”对 任意 的 正 整 数 ,方程 
op =Z09 OU 
仅 有 正 整 数 解 "=1. 
证 明 下 面 提 到 的 p,p 均 为 素数 . 
]) 当 ) 为 奇数 时 ,可 以 分 以 下 几 种 情况 讨论 : 
0 当 z=1 时 ,p 0 =1;2Z 0 =1, 所 以 =1 是 方程 0) 的 解 . 
龟 当 z=p 且 p>=3 时 ,p =p-1)2 0 = 六 -1 则 po 关 Z ,所 以 2=p 不 是 方程 0 的 解 . 
人 动 当 = 广 且 PP 三 3,5>1 时 ,p (9 =p -DZ = 六 -1 则 po 关 Z02”) ,所 以 = 六 不 是 方 
程 () 的 解 . 
全 当 m=pp2 po 其 中 疙 >2 40=1)2， 月 >1 时 ， 


9 人 = DO PP OrD oo 


:| 呈 四 ip 四 + 
2 


若 p W =Z059 , 则 根据 函数 Z 的 定义 有 7 , 即 


2ai 2az 有 “ 人 


站 0D2 | 


En 


PP iD Di- ， 
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亦 即 疡 后 p2 PP -Ja =- ,显然 不 成 立 . 所 以 z= 扩 0 … 态 不 是 方程 0) 的 解 . 
2 当 7 为 偶数 时 ,可 以 分 以 下 几 种 情况 讨论 : 
@ 当 "z=2 时 ,p C) =2 2- = 700 =2 -1) 则 ooC) 关 ZC2”) ,所 以 =2 不 是 方程 四 的 解 . 
@ 当 z=27 且 1>1DP>3 时 ,pp)=poopw)=2 0 ， 若 op =Z02 , 则 根据 本 数 2 的 定 


有 总 | p 四 [pp O +] 即 22p 2| 2 7 -1 [2 一 了 D ”ww- 1 +] , 亦 即 2Ar1 | ww- 1 [2 ) pp- 1 + 
2 ， 2 2 ， 


又 @ 间 =1, 所 以 0 [2 (0p-D + ,所 以 26p 罗 | 妈 -1 2 名 -了 +] 不 成 立 ,因此 ， 


2 
1=227 不 是 方程 0 的 解 . 
后 当 m=25p772 2 捞 中 aa va 二 02 时 , 邻 ro, 则 poO=2pm. 若 pwW=Z0o ， 


则 根据 本 数 (0 的 定义 有 站 | 全 全 人 二 2 ox2g 网 ) ooe 网 刘 ， 又 Ca = 所 以 


2 Cop 网 ) Co + 所 以 2 Cop 网 ) Co mW + ,矛盾 ,所 以 m2"%p7p22 22 不 是 
方程 0) 的 解 . 

综 上 所 述 , 方 程 由 仅 有 正 整数 解 "=1. 

猜想 对 任意 的 正 整 数 , 当 上 >=2 时 ,方程 wW =Z(00 仅 有 正 整数 解 "=1. 
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